Chapitre 4

Linéarité Locale et Fonctions implicites

4.1 Linéarité Locale :

4.1.1 Jacobien d’une application :

rappele :(matrice jacobienne)

Définition 46 Soit [ :R" — R?P
On suppose [ différentiable en a € R*. La matrice de Uapplication différentielle de f qu’on
lappelle matrice jacobienne de f en a est :

ggg(a) gg;;(a) o WMg)
Jal(f) = axl(‘“ 6xz(“) @
‘3’;";(a) Zﬁ;(a) o Un(a)

Théoréme 32 Soit [ : A cR" — RP

Si f est différentiable au point a € R". , alors les dérivées partielles 3 f L

existent pour tout i €

{1,2,...,ptet j€{1,2,...,n}. La différentielle de f au point a est alors la matrlce Jacobienne de f
au point a.
Réciproquement, si f est de classe €' dans A alors f est différentiable en tout point de A.

Le Jacobien

Définition 47 Soit f : R” — R” une application différentiable ou de classe €' sur un domaine
D cR”

Alors le jacobien de f est le déterminant de la matrice jacobienne J,(f) de f (C’est donc une
application de D vers R). noté jacy(x) Ce déterminant s’écrit :

afl(a) 0f1(a) 0f1(a)

0x1 0x9 f,,
D(f1,f2,---,fn): g,{f(a) SZ(@) Oxn(a)

D(x1,%2,...,%5) =det(J(f))

Jacp(x) =

"f"(a) %(a) a’""(ot)

0x1 0x2

Remarque : Le jacobien d'une fonction ne peut étre défini que si la dimension de I’espace
de départ est égale a la dimension de I'espace d’arrivée, puisque seules les matrices carrées ont
un déterminant.

46
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exemple 1 (Coordonnées polaires)

= Y

On considére la fonction ¢ , définie sur une partie de R** x R par :
@(r,0) = (rcos(0),rsin())

L'interprétation graphique de ce changement de variable est classique : pour un point M
de coordonnées (x,y) dans un repeéere orthonormé direct (O, i, j), r désigne la longueur du

segment [OM] et 0 désigne une des mesures modulo 27 de I'angle entre le vecteur 7 etla
demi-droite [OM). En utilisant les nombres complexes, il est intéressant de noter que

r=lx+iyl et O=arglx+iy)2r]

Les fonctions coordonnées de ¢ sont ¢ = rcos(0) et @9 = rsin(f)
Elles sont clairement indéfiniment continiment dérivables, donc ¢ est différentiable et sa ma-
trice jacobienne est, en (r,0) :
%1(r,0) %L(r,0) | _( cos(®) —rsin(0)
Jo(r,0)=|( £ § =| ..
Z2(r,0) FZ(r,0) sin(f) rcos(6)

Le Jacobien de cette application est donc

jacy(r,0) = det(Jy(r,0)) =

cos(f) —rsin(0)
sin(0) rcos(09)

exemple 2 (Coordonnées cylindriques )

prendre les coordonnées cylindriques d'un point de I'espace rapporté a un repere ortho-
normé direct de I'espace consiste a remplacer les deux premieéres coordonnées (x, y) de ce point
par les coordonnées polaires (r,6).
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B 2N

Plus précisément, on considére 'application ¢ définie sur R** x R x R par
@(r,0,z) =(x,y,z) = (rcos(@),rsin(0), z)

Il n’y a pas beaucoup de différences avec les coordonnées polaires. Linterprétation gra-
phique est la suivante :

Si M est le point de coordonnées (x,y,z) dans le repere orthonormé direct de I'espace
(0,7,7,%’), et si M n’est pas un point de I'axe (Oz), on considere le projeté orthogonal m
de M sur le plan (Oxy); r représente la longueur Om, et fest une mesure de I'angle entre
le vecteur i et le vecteur O—n—)z, le plan (Oxy) étant orienté par le vecteur Z, c’est-a-dire que
(i,7)=+L.

L'application ¢ est évidemment de classe est évidemment de classe € et est donc différen-
tiable. Les fonctions coordonnées de ¢ sont (¢1, @2, p3) définies par :

@a(r,0,2) = rsin(0)

{ p1(r,0,z) =rcos(0)
p3(r,0,z)=z

Sa matrice jacobienne en (r,0,z) est :

Jp(r,0,2)=| 22(r,0,2) %2(r,0,2) %L(r,0,2) |=| sin@) rcos@® 0

%(ryeyz) 66%("7672) %(’3972) ( COS(Q) —-r Sln(@) 0 )
W3(,0,2) 2(r,0,2) %(r,0,2) 0 0o 1

Le Jacobien de cette application est donc

cos(0) -rsin(@) O
Jjacy(r,0) =det(Jy(r,0)) =| sin(@) rcos(@) 0 |=r
0 0 1
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exemple 3 (Coordonnées sphériques )

Ce changement de variable dans 3 est un peu plus difficile 8 manier que le précédent.

[

Commencons par son interprétation géométrique. On considére encore un point M, de co-
ordonnées (x,y,z) dans un repere orthonormé direct (O, 7, 7, %’).
On suppose ici aussi que M ¢ (OZ), et on appelle m le projeté orthogonal de M sur le plan
(Oxy), et H le projeté orthogonal de M sur l'axe (Oz).
On appellera p la longueur OM ( a ne pas confondre avec r = Om des coordonnées cylindriques).

0 c’est angle entre 'axe (Oz) orienté par Z et le vecteur O_Z\)/I .
Cet est toujours « positif> (il est compris entre 0 et 7 ).
La troisieme coordonnée est aussi un angle, c’est ’angle ¢ entre ’axe (Ox) orienté par i et le

—

vecteur Om.

OnaOM =O0Om +OH
avec d’une part
OH =pcos(0) k

et d’autre part,
Om = |Om||(cos(¢p) i +sin(p) j

tandis que
[Om|| = psin(6)

de sorte que finalement
OM = o) sin(@)cos((p)_{ +p sin(@)sin(go)? + pcos(H)Z

C’est ce calcul qui justifie la définition rigoureuse des coordonnées sphériques :
On considere la fonction ¢ définie sur une partie de R? (en fait, une partie de R** x]0,7[ xR par

¢(p,0,¢) = (psin(8)cos(g), p sin(f) sin(p), p cos(0))
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Les fonctions coordonnées de ¢ sont (¢1, P2, p3) avec :

$1(p,0,¢) = psin(0) cos(¢p)
P2(p,0, ) = psin(0) sin(¢)
(/)3(pa9»§0) = PCOS(B)

Ces fonctions sont évidemment indéfiniment continiment dérivables, donc ¢ est différen-
tiable et sa matrice jacobienne en (p,0,¢) est :

0 0 0

aipl(p’e"p) %(p,@,(p) %(p,g,(p) cos(p)sin(0) pcos(¢p)cos(@) —psin(p)sin(H)
Te(p,0,0)=| 52(0,0,0) 52(0,0,¢) 52(p,0,¢) |=| sin()sin(0) psin(@)cos(@)  pcos(¢)sin(6)

%20,0,9) 250,000 %(p,0,9) cos(®  ~psin(®) 0

Le Jacobien de cette application est donc

cos(¢)sin(f) pcos(¢p)cos(d) —psin(p)sin(H)
Jace(p,0,¢) =det(Jp(p,0,¢)) =| sin(p)sin(@) psin(p)cos(d) pcos(Pp)sin(@) |= p?sin(6)
cos(0) —psin(6) 0

4.1.2 Difféomorphisme :

Soient U et V deux ouverts de R” et f : U — V une application.

Définition 48 On dit que f est un difféomorphisme si et seulement si :

1. f est bijective différentiable de U dans V

2. f ainsi que sa réciproque ' avec f~1 est bijective différentiable de V dans U

Définition 49 On dit que f est €' - difféomorphisme de U si et seulement si :

1. f est bijective de U dans 'V
2. f est de classe €1 cest & dire contintiment différentiable sur U,
3. f~Lestdeclasse €' de V dans U
et dans ce cas, Uapplication
a— jacr(a)

est continue dans R

Définition 50 On dit que f est €**1 - difféomorphisme de U si et seulement si :

1. f est bijective de U dans 'V
2. f est de classe €% sur U,
3. flestdeclasse €% surV

Remarque : Dans tous lescasona f(U)=V et fL(V)=U

Théoréme 33 Si fest un difféeomorphisme.
La matrice Jacobienne de f~! au point f(a) est la matrice inverse de la matrice Jacobienne de
f au point a.
En effet :
M(fof ™) =M(f)x M(f ") = Idg

Ou Idpn est la matrice identit’e sur R™.
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Caractérisation

Propriété 1 Si f € £(U,U) et P désigne la matrice de f dans la base canonique de U, alors
les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est bijection.
2. detP #0

Propriété 2 Si f est un difféomorphisme alors :

1. VaeU: Jr(a) est inversible et [Jf(ot)]_1 =dJr-1(f(a)

2. Le jacobien ne s’annule pas.
Autrement dit, Va e U : Jacp(a)#0

VaeU: Jacp-1(f(a)) = jacfc(a)

Exemple 1

on considere I'application f : k2 R2
(x,y)—(x+y,x—y)
Il est clair que application f est de classe €7 . car les fonctions coordonnées sont des fonctions
linéaires.
Montrons a présent que f définit une bijection.
Soient (a, f) € R?

f(x,y)=(a,,3)©x:aT+ﬁ et yzaT_'B.

On en déduit que f(R?) = R2
f est donc un € -difféomorphisme de R? dans R2.

Exemple 2 (des coordonnées polaires )

Soit 'application v : R** x]=2%, Z[ R** x R**
PP v 2 2% (1 9)—(x,y)=(r cos(8),rsin(6))

'application v est de classe €' et bijection.
V(x,y) € R** x R**

v, y) =(r,0)= (/22 + y%arctan%)
Soit 1 =¢

Soient (¢1,¢p2) les fonctions coordonnées de ¢p Ce sont des fonctions indéfiniment continiment
dérivables et on a

{ d1(x,y)=r=/x2+»2
$1(x,y) =0 = arctan 2

¢ est donc différentiable et on peut déterminer la matrice jacobienne de ¢! = ¢

91 91
Oy

_ (x,5) (x,y)
J D, y) = J(P)a,y)=| &
W Mm )= Py (‘%(x,y) W1, )

Donc
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2% 2y y
X
2\/3c2+y2 2\/x2+y2
-1 2.2 22
T hwn=| Ty AT = VERT VD
142 142 xty? xty?

Calculons maintenant le Jacobien de !

1
CVaZiy?

Comparons maintenant ce résultat avec ce qu’on avait obtenu pour J(v) a savoir

X Y
) R

x2+y2 x2+y2

det(JJ(y H(x,y)) =

J(,,(r,Q):( cos(@) -rsin(0) )

sin(0) rcos(0)

Linverse de cette matrice est

1

(J(,,(r,e))—l:;( [ cos(@)  rsin(0)

rcos(0) sin(H)) ( )
- —%sin(B) %cos(@)

—sin(0) cos(0)

D’autre part, en remplacant x et y par leurs valeurs respectives rcos(0) et rsin(f) dans
Pexpression de J(¢)(x,y) on retrouve bien que

rcos(0) rsin(f) ;
| = |_ cos(60) sin(6)
J(Qb)(x,y) = ( __rsin(@) rcos(6) ) = ( _% sin(6) 1 cos(0)

r2 r2 r

De méme, le Jacobien de 1//_1 est égal a % : c’est bien l'inverse du jacobien de y

4.1.3 Théoreme d’inversion locale :

On consideére une application f de classe €' d’'un ouvert U de R” dans R” et a € R”.

PROPOSITION 38 On suppose que f réalise un €' difféomorphisme de U dans V c R*
Alors pour tout a € R" la différentielle d,f est un isomorphisme de R" d’inverse

(dof) P =dra)(f™

Démonstration :
La démonstration repose simplement sur le calcul de la différentielle d'une fonction composée :
On a f~lof =Idy. En différentiant on obtient que pour tout a € R™.

df(a)Odaf :Idqun
De méme on a fof "' =Idy donc pour tout b€ V.
df—l(b)debf_l = Id[Rn

Avec b = f(a) on obtient que
dafodpayf " = Idgn

Cela prouve que d,f et df)f ~1 sont des isomorphismes inverses 'un de 'autre.
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Théoréme 34 (Théoreme de Uinversion locale 1).

Soit f une fonction de classe €% (avec k =1) d’un ouvert U de R" & valeurs dans RP.

Soit a € U. Si d,f est un isomorphisme de R" dans R?.

Alors n = p et il existe un voisinage W de a dans U tel que la restriction de f @ W réalise un €-

difféomorphisme de W dans f(W).

Théoréme 35 (Théoreme de l’inversion locale 2).

Soit U un ouvert de R" et a € U. et f : U — R" de classe € sur U telle que la matrice jacobienne
Jr(a) est inversible.

Alors, il existe un voisinage V de a et un voisinage W de f(a) tels que : f : V — W soit un €*-
difféomorphisme.

COROLLAIRE 3 (Théoreme de linversion globale).

Soit fune application de louvert U c R" dans louvert V < R", On suppose que f est bijective, de
classe €"* et que pour tout a € U la différentielle d,f est un isomorphisme.

Alors f est un difféomorphisme de classe €* de U dans V

Exemple (les coordonées polaires )

Soit ¢ :R*"x]—Z,Z[— R*" xR, définie par
¢(r,0) = (rcos(9),rsin(0)

Alors
1. ¢ est de classe €

2. ¢ est injective. En effet ¢(r,0) = (/)(rl,G/) =>r=r et cos@)=cos(@) et sin) =
sin(g')
= r=r et 6=0 Finalement (r,0)= (r,,HI), donc ¢ est injective
3. pour tout (r,0) e R** x]1-Z,2[ , detjy(r,0) #0
en effet,
. cos(f) —rsin(0)
Jo(r,0)= sin(@) rcos(6)

et donc
detjp(r,0)=r #0

Le théoreme d’inversion globale, nous affirme alors que ¢ est difféomorphisme de classe €

4.2 Fonctions implicites :

4.2.1 Fonctions implicites.

Le théoreme d’inversion locale permet de résoudre I'équation x = f(y) ou de maniére équi-
valente x — f(y) = 0 pour y en fonction de x. De maniére analogue, le théoréme des fonctions
implicites permet de résoudre I'’équation

flx,y)=0

pour y en fonction de x. Si une telle solution existe, on dit que f définit y comme une appli-
cation implicite de x.



54 CHAPITRE 4. LINEARITE LOCALE ET FONCTIONS IMPLICITES

Soient f une fonction numérique définie sur une partie D de R?; I et J deux intervalles
de R. On suppose que, pour tout point x de I il existe un point y et un seul de ¢/ tel que (x,y)
appartienne a D et que

flx,y)=0 (4.1)

La fonction numérique ¢ : x — y ainsi définie satisfait donc pour tout point x de I a la
relation

flx,p(x))=0 (4.2)

On l'appelle fonction implicite définie par I'’équation (4.1). On dit encore que y est fonction
implicite de x.

Dans certains cas, on peut expliciter une fonction définie implicitement, c’est-a-dire expri-
mer cette fonction a 'aide des fonctions élémentaires.

Définition 51 Soit f : D c R? — R une fonction réelle.
On appelle fonction implicite définie par Uéquation : f(x,y)=0
toute fonction

R

p:IcR
o—y=p(x)
définie sur un intervalle I telle que :

Vaxel, f(x,p(x))=0
Exemple.
Soit f la fonction numérique définie sur R? par la formule
fle,y)=x2+y%-1
Prenons I =[-1;1] et J =[0, +oo[ L'équation
x®+y?-1=0 (4.3)
définit y implicitement en fonction de x. Nous pouvons expliciter la fonction ¢ ; puisque
p(x) = Vi-x?
On ne peut prolonger ¢ ; puisque, des que |x| > 1 '’équation (4.3) n’a pas de racine réelle.
Si on remplace J par | —o00,0[ , on définit une deuxiéme fonction implicite. Mais si on rem-

place J par R, I'équation (4.3) admet deux solutions distinctes lorsque |x| < 1; elle ne définit
plus y implicitement en fonction de x.

Le théoreme suivant, que nous admettrons, garantit ’existence, la continuité et la déri-
vabilité des fonctions implicites sous certaines hypothéses. IL fournit méme une expression
explicite de la dérivée d’'une fonction définie implicitement.
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4.2.2 Théoréme des fonctions implicites sur R?

Théoréme 36 (Théoreme des fonctions implicites sur R2.)
Soient f une fonction numérique définie sur un ouvert D c R? et (xq,vo) € D tel que

f(x0,¥0) =0

Si la fonction f admet des dérivées partielles par rapport a x et & y continues sur D et si
of
——(x0,%0) #0
dy

il existe un intervalle ouvert I de centre xg et un intervalle ouvert J de centre yg tels que l’'équa-
tion
fx,y)=0

définisse une fonction implicite ¢ sur I a valeurs dans J tel que

px)=y

De plus, la fonction implicite ¢ ainsi définie est contintiment dérivable sur I (ie de €(I)), et
sa dérivée est donnée par la formule

of
, ==(x,p(x))
(p(x):_g}fx#
@(x,go(x))

Remarques :

1 ] fe»n=0, - y = ¢x),
"\ xel,yed xel,yed,
2. Si f est de classe €* sur D alors ¢ est de classe €* sur I

3. la droite tangente a y = ¢(x) en x = x¢ a pour équation y = (p’(xo)(x —x0)+ Yo

Calculs de dérivées de fonctions implicites

Exemple 1:
Considérons encore la fonction f définie sur R? par la formule

f(x,y):x2+y2—1
Remarquons que
£(0,1)=0

et que f admet des dérivées partielles par rapport a x et a y, a savoir

Of (o y= of .\
a(x,y)—2x ay(x,y)—2y

qui sont continues sur R? et
0
—f(O, 1)=2#0
Oy
Donc d’apres le théoreme des fonctions implicites, ils existent un intervalle ouvert I de centre

0,et un intervalle ouvert J de centre 1 tels que '’équation

x2+y2—1:O
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définisse implicitement une fonction ¢ : I — J contintiment dérivable sur I, a valeur dans
J tels que :

x2+y?2-1=0, - y =),
xel,yed xel,yed,

La dérivée de ¢ est donnée par la formule

) = 2c _ x
VYOS S o)

Nous pouvons calculer directement cette dérivée, puisque
p(x)=V1-x2

d’ou

(p,(x):— X
V1-—x2

Exemple 2 :
Considérons la fonctions f : R2 — R définie par :

flx,y)=x"—y*

définit implicitement y en fonction de x lorsque x est au voisinage de xy = 1 et que y est au
voisinage de yg = 1. En effet,

f(1,1)=0
f est dérivable par rapport a y sur (R**)? et
0
—f(x,y) =x¥In(x) —xy*~ !
dy
Donc : 5
—f(l, 1)=-1#0
Oy

et par suite 'équation : f(x,y) = 0 définit implicitement y en fonction de x lorsque x est au
voisinage de 1 et que y est au voisinage de 1.

De plus,
3
TN TR Colt )
¢ ‘;_f Y xY In(x) — xy*—1
y

Nous pouvons simplifier cette expression en divisant numérateur et dénominateur par x” = y*
il reste

%—ln(y) _Y y—xIn(y)

¢ )= _ln(x)—f x x—yln(x)

4.2.3 Théoréme des fonctions implicites sur R?

Théoréme 37 (Théoréme des fonctions implicites sur R3.)
Soient f une fonction numérique définie sur un ouvert D c R® et (xo, vo,20) € D tel que

f(x0,50,20)=0
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Si la fonction f admet des dérivées partielles par rapport a x et & y et & z continues sur D (ie f
une fonction de classe €* sur D).

et si of
_(x()’yOaZO) ;é O
0z

Alors il existe un ouvert V contenant (xo, yo), et un ouvert W contenant (xg, yo,20) tels que l'équa-
tion
flx,y;2)=0

définisse une fonction implicite ¢ sur V a valeurs dans R de classe € tels que :

V(x,y,2)eW: f(x,y,2)=0 <o V(x,y)eV z=¢(,y)

De plus,
Y(x,y,2)eW: %(x,y,z) #0
et
0 o U (x,y,p(x,5)) v 0o Ly, 0(x,)
Ox 9 (x,y,p(x,)) 0y IL(x,y,¢p(x, )
Exemple

Soit f la fonction définie sur R? dans R par f(x,y,2z) =x+y +z + sin(xyz)
La fonction f est de classe € et vérifie £(0,0,0) = 0 et sa dérivée partielle par rapport a z est :

0
—f(x,y,z) =1+xycos(xyz)
0z
Alors 5
—f(0,0,0) =1#0
0z

Donc le théoreme des fonctions implicites s’applique. Il existe donc un voisinage D de (0,0) et
un intervalle ouvert Icontenant 0 et une fonction ¢ : D — I de classe € telle que

V(x,y,2)eD xI, f(x;5;2)=0 < z=¢(x,y)

On peut calculer g—f(0,0) et g—(ﬁ(0,0)
par la formule du cours :

of of
0 ~(x,y,0(x,y)) 0 (x,y,9(x,y))
_:[c)(x,y) _ _u BRPRY X, yy=-2

0 U (x,,p(x, ) oy 9L (x,y,0(x,7))

ou bien en partant de la relation :
x+y+@lx,y)+sin(xyp(x,y)) =0
et en la dérivant de ¢ par rapport a x Il vient

5 9
1+ a—f(x,y) + yp(x, y) cos(xyp(x, y)) + xy%(x,y)cos(xw(x,y)) =0

On évalue cette relation en (0,0) et on trouve

op
%0,0)=-1
ax(’)



58 CHAPITRE 4. LINEARITE LOCALE ET FONCTIONS IMPLICITES
Le calcul de la dérivée partielle de ¢ par rapport ay est :

5 0
1+ %(x,y) +xp(x,y) cos(xyp(x,y)) + xy%(x,y)cos(xytp(x,y)) =0

On évalue cette relation en (0,0) et on trouve

op
—(0,0)=-—
ay( )

4.2.4 Les courbes implicites :

Soit £ : D c R2 — R une fonction de classe €* avec (£ = 1) out D est un ouvert non-vide de
R2.

Définition 52 La courbe (implicite) d’équation f(x,y) = 0 est I’ensemble des points (x,y) € D
vérifiant f(x,y)=0.
on note L'ensemple :

I ={x,y)eD; telque f(x,y)=0}

est appelé la courbe implicite définie par : f = 0.

Plus généralement , une courbe définie par f(x,y) = k est appelée une courbe de niveau k.

Définition 53 1. Un point M(x,y) € 9 est dit « ordinaire » (ou régulier) si

(VF) = (—f(x v of w700

2. La courbe T est dite réguliére si (Vf(M))! #(0,00 VMeT
3. Le point M est dit singulier si (Vf(M))! =(0,0)

4.2.5 Tangente et Normale a la courbe implicite :

Soit f : D < R? — R une fonction de classe €1, (xg, yo) € D tels que :

0
f(x0,50)=0 et —f(xo,yo) #0
Oy

Donc I’équation f(x,y) = 0 définit sur un voisinage W de (x¢, y9) une courbe 9 qui est un graphe
d’une fonction ¢ de classe €.

De plus,

of (x,y)
0x

of (x,y)
0x

0 ,
V(x,y)eW, %(x,y) 70 et ¢p(x)=-
Par suite 9 admet en chaque point M (x , ¥ ') une tangente (T) est la droite d’équation :
! a ! ! ! a ! !
T: (x—x )—f(x YY)+ (y—y )—f(x ,y)=0
0x oy
Remarque :

1-7T(M)=(- gf (x,v); 9L, y))! le vecteur directeur de ()

’ Ox
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2- tout vecteur paralléle au vecteur ( o (x , ¥ ), 3y (x , ¥ N s ’appelle 1a normale a (T) au point

M(x , ¥ ') noté N(M)
C’est a dire que : NM ) est colinéaire a Vf (M)
Exemple
La fonction y2 — y = 3x définie implicitement au voisinage de (2,—2) une fonction y = ¢(x) . La
droite tangente au graphe de la courbe d’équation y = ¢(x) a équation

_of (2,<p(2))

3 4
—(x 2)m+( 2)——5x—5

T oy

Surfaces implicites

Soit £ : D < R3 — R une fonction de classe €' ot1 D est un ouvert non-vide de R3 .

Définition 54 La surface implicite d’équation f(x,y,z) =0 est 'ensemble des points (x,y,z) e D
vérifiant f(x,y,z)=0.
on note Lensemple :

T = {(x,y,2)eD; telque f(x,y,z)=0}

est appelé La surface implicite définie par : f = 0.
Définition 55 (Point régulier)

Soit T la courbe d’équation f(x,y,z)=0. On dit qu’un point (x9,y0,20) € T est régulier si

(V£ ((x0,¥0,20)) —(—f(xo,yo,zo) f(xo,yo,zo) f(xo,yo,zo));é(O 0,0)

Dans le cas contraire, on dit que le point (x9,y0,20) € T "est singulier.

Définition 56 (Plan tangent)
Soit I la surface d’équation f(x,y,z) = 0. Le plan tangent a la surface I en un point régulier
(x0,%0,20) €T est le plan d’équation

0 0
(x —2x0) f(xo,y0>zo)+(y Y0) f(xo,y0,20)+(z 20)—f(x0,y0,20)—
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Remarque

Le plan tangent 9 "4 en un point régulier (xg,yo,20) € T " est le plan orthogonal au vecteur
Vf(xo,y0,20) et passant par le point (xg, yo,20).

Exemple

Soit T la surface d’équation x2 + y2 + 22 — 3 = 0 Le plan tangent 2 a T au point (1,—1,1) admet
pour équation x — y +z = 3. On peut tracer T et &2 sur un méme graphique.




